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Riassunto 


Viene presentata una rassegna di alcuni metodi di analisi reale e delle 
loro applicazioni allo studio delle equazioni alle derivate parziali lineari del 
secondo ordine con forma caratteristica semidefinta positiva. 


Abstract 


We present a survey on real analysis methods and their applications to 
the regularity theory for second order partial differential equations with non- 
negative characteristic form. 
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1 Alcuni risultati classici 


I problemi di esistenza e di regolarità delle soluzioni di equazioni alle derivate 
parziali hanno condotto allo studio di spazi funzionali modellati su differenti 
metriche in RN. Gli spazi di Sobolev, l’ambito funzionale naturale per lo 
studio delle equazioni ellittiche, ad esempio, sono modellati sulla distanza 
euclidea e ne riflettono profondamente le proprieta’ geometriche. Basta in- 
fatti ricordare che la disuguaglianza di immersione 


__ 2N 
< N92 


si può dedurre dalla disuguaglianza isoperimetrica (cfr. Talenti [35]): 


lullzegam) < CIVullzzan, p 


(Hy(E))N < Cw(Hn-;(E))N3, ECRN, limitato (1) 


ove H, indica la misura di Hausdorff t-dimensionale, Cy = N N=i |B(0,1)| MN-I) 
e l'uguaglianza è verificata se e solo se E è un disco euclideo. 

Altri spazi, naturalmente correlati con la distanza euclidea, sono gli spazi 
di Morrey, introdotti originariamente in connessione con questioni di calcolo 
delle variazioni e di regolarizzazione delle soluzioni di equazioni ellittiche. 

Se 1 < p < c0, A > 0e Qè un aperto limitato di RN, una funzione 
u € LP(0) si dice che appartiene allo spazio di Morrey L?(0) se 


1 
VIET p 2 
"5 |BP le PAR, (2) 


ove l'estremo superiore è preso sull’insieme dei dischi euclidei ( |B|= 
misura di Lebesgue di B). Una notevole variante degli spazi di Morrey è 
stata ideata da Campanato. Una funzione u di p-esima potenza sommabile 
in 9 appartiene allo spazio di Campanato LPA(0) se 


1 
sup —- u— uplPdr < 00, 3 
# |B}A fra! pl (3) 
ove ug indica la media integrale di u su BNO, 


ug = udz. 
BNA 
Se 0 < A < 1, lo spazio L?* coincide con lo spazio di Morrey LP mentre, 
se A > 1 e Q soddisfa una blanda proprietà di regolarità, LP? coincide con 
lo spazio delle funzioni hòlderiane di esponente a = Nei, 
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ll primo di questi risultati si deve a Campanato [4]; il secondo, indipen- 
dentemente, allo stesso Campanato [5] ed a G.N. Meyers [28]. Un discorso a 
parte va fatto per lo spazio LP, per il particolare rilievo che esso ha avuto 
nell’analisi armonica in R e nella teoria della regolarità delle soluzioni deboli 
delle equazioni ellittiche, lineari e non lineari. Se Q è un disco (oppure anche 
tutto RN) lo spazio L*»! (0) è stato originariamente introdotto e studiato da 
John e Nirenberg, e da questi indicato con BMO, lo spazio delle funzioni a 
oscillazione media limitata [23]. Il risultato di questi autori, spesso citato 
semplicemente come Lemma di John e Nirenberg, è il seguente: 


Se ue BMO — allora |{r€92/]|u(x)- ug|>4t}| < ce *|B| 


per ogni disco B C Q, ce db indipedendenti da B. In particolare, se u E BMO, 
allora 
J eslu-uslde < c 
© < 


per ogni disco B C I e c,a > 0 opportuni ed indipendenti da B. 

Questo lemma fu immediatamente utilizzato da Moser [29] per un pas- 
‘ saggio cruciale nella sua dimostrazione della disuguaglianza di Harnack per 
le soluzioni deboli non negative di equazioni ellittiche in forma di divergenza 
a coefficienti limitati e misurabili: 


Las = È. Da (;;0x;) = I (4) 


Ricordiamo brevemente questo risultato. Se u è una soluzione debole 
positiva di (4) e se B è un disco euclideo tale che 2B C Q, allora 


supu < Cinfu (5) 
B B 


dove C è indipendente da u e da B. 
Il procedimento iterativo ideato da Moser consente di provare che ogni 
soluzione debole u > 0 di (4) è limitata e verifica le seguenti disuguaglianze 


P\} J, -P\-} 
supu <0p(,,*?) infu> Gpl de ) (6) 


per ogni p positivo. 
La (5) si può quindi ottenere da (6) se esiste p > 0 tale che 


J wda | u Pda < c. 
B B 
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Questa disuguaglianza è soddisfatta se w = logu € BMO. In tal caso 
infatti, per il lemma di John-Nirenberg, si ha 


fade | u Pda = fera / e Pl da 

B B B B 

i eP(W-v5) dg J e P(0-vB) g 
B B 


f, ePlu-vsl gg)? <c 


IA 


IA 


Per dimostrare che w = log u è una funzione a oscillazione media limitata, 
Moser ha dapprima riconosciuto, direttamente dalla definizione di soluzione 
debole, che 


2 (o __ i i 
f |Vw|f < Roi r =raggio di B 


Da questa, utilizzando la classica disuguaglianza di Poincarè 


S |w — weil < er? [, |vw|? (7) 


sì ottiene ; 
filo we <r(f IWwI)Ì < e 
B B 


e quindi w € BMO. 

Vogliamo anche ricordare la notevole importanza assunta, successiva- 
mente ai lavori di John e Niremberg e di Moser, dallo spazio BMO(RY) 
nell’analisi armonica. Basta ricordare per questo il Teorema di Fefferman e 
Stein : BMO(R) è il duale dello spazio di Hardy H!(R"), lo spazio delle 
funzioni u € L'(R) tali che i potenziali di Riesz R;(u) € L!(RN) per ogni 
j=1,...,N. 

Le proprietà della distanza euclidea hanno un ruolo fondamentale anche 
nella teoria degli integrali singolari di Calderon-Zygmund. Infatti, se si vuole 
“risolvere” l'equazione —Au = f, si è naturalmente condotti a studiare le 
proprietà del potenziale newtoniano 


Paf(a)= /,TE- IM 


dove I° è la soluzione fondamentale dell'equazione di Laplace. Se f è una 
funzione hélderiana (e,ad esempio, a supporto compatto) allora T * f ha le 
derivate seconde héòlderiane e verifica l'equazione —Au = f. Se la funzione f 
è soltanto continua allora, in generale, T*f # C?, e l'equazione - Au = f non 
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è risolubile in senso classico, cioè non esiste alcuna funzione u € C? tale che 
-— Au = f. Invece, se f € LP(RN) e se 1 < p < co, allora + f € WÈP(RN) e 


A(P*f)(r)=-f(c), qd 


Questo risultato si deduce facilmente dal seguente Teorema di Calderon- 
Zygmund: per ogni î,j = 1,..., N siano w;;(x) = dî, ;J (1). Allora per 
ogni f € LP(RN), 1<p< 00, 


gle y)f(v)dy (8) 
esiste in LP(RN) (cfr. Stein [34] Cap. II, Teorema 3). Questo teorema si 
fonda su di un lemma di scomposizione di R in dischi euclidei, su alcuni dei 
quali f è piccola mentre , sui restanti, è piccolo il valor medio di f. 

Possiamo ora ricordare che anche il lemma di John-Nirenberg si basa su 
questo lemma di scomposizione. È importante sottolineare che la conver- 
genza dell’integrale in (8) è subordinata anche alle proprietà del dominio di 
recisione {|x — y| > €}, che ha le medesime proprietà di simmetria dei nuclei 
wij. Queste infatti sono funzioni omogenee rispetto alle dilatazioni 


6(A) :RNR, dA) = Aa 
Inoltre 


(E wij(y)do(y), —Ve>O. 


I risultati sin qui richiamati, tutti modellati sulla distanza euclidea, e 
utilizzati nella teoria delle equazioni ellittiche, sono stati generalizzati in 
modo naturale per lo studio delle equazioni quasi-ellittiche, il cui esempio 
più classico è l’operatore del calore in RN! — RN x R;: 


H = A basti 0. 
La soluzione fondamentale I di H 
par -|x 2 
Ma,g= (Ant) en, per t>0, fist=9, per 6#S0 


è omogenea di grado —N rispetto alle dilatazioni 


S(A)(2,t) = (Ax, A°t). (9) 
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Viene quindi spontaneo, se si vuole affrontare lo studio di H negli spazi 
LP, analizzare classi di integrali singolari con nuclei omogenei rispetto alle 
dilatazioni 6(A) in (9) e, conseguentemente, munire RN+! di una metrica 
anch’essa d(A) omogenea. 

Il primo a compiere questa generalizzazione è stato B.F. Jones, nel 1963 
[24], che ha esteso la teoria di Calderon-Zygmund ad integrali singolari con 
nuclei aventi le seguente proprietà di omogeneità: 


K(Ax, X"t) = \-"K(x,t). 


Qualche anno piu tardi, nel 1966, Fabes e Riviere [11] hanno studiato una 
classe di nuclei più generali, omogenei nel senso seguente 


KA nice A tg) — \L%K(z), (10) 


dove @1,...,@y sono arbitrari numeri reali > 1. 

Lo studio degli integrali singolari relativi ai nuclei (10) è stato condotto 
in [11] in perfetta analogia col caso “isotropo” di Calderon-Zygmund, sos- 
tituendo a quella euclidea una metrica omogena del tipo seguente 


N i 
d(x,y)=Y |; - yjl°i (11) 
$=1 


che risulta omogenea di grado 1 rispetto alle dilatazioni 
S(A)(£) = (A*21,... Axy). 


Una metrica dello stesso tipo era stata introdotta da Barozzi qualche 
tempo prima, per lo studio della regolarità hòlderiana delle soluzioni di 
equazioni quasi-ellittiche [2]. Barozzi propose una generalizzazione degli spazi 
di Morrey modellata sulla distanza (11), e fu immediatamente seguito da Da 
Prato [32] che introdusse una analoga generalizzazione degli spazi di Cam- 
panato. Gli spazi di Barozzi e di Da Prato si ottengono sostituendo, nelle 
definizioni (2) e (3), rispettivamente, i dischi euclidei con quelli della metrica 
DL 

Molto più tardi, nel 1979, Macias e Segovia [27] hanno studiato una ampia 
generalizzazione degli spazi di Campanato, generalizzazione modellata su 
metriche aventi proprietà di omogeneità molto deboli, formulabili nei termini 
seguenti. Secondo la definizione di Coifman e Weiss [9] una tripla (X, d, 4) si 
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chiama spazio metrico omogeneo se d e sono, rispettivamente, una distanza 
e una misura di Borel regolare su X, tali che 
Bal®;2r 
rexX,r>0 4(Ba(x,r)) 
dove Ba(x,r) indica il disco di centro x e raggio r nella metrica d. Ovviamente 
A > 1. Si chiama dimensione omogenea di (X, d, 4) il numero reale 


Q= log, A. 
Si riconosce facilmente che 
u(Ba(c,tr)) < At®p(Ba(z, r)) 


per ogni r € X,r>0et21. 
Se m è la misura di Lebesgue, d. è la distanza euclidea e d, la distanza 
(11), allora 
(R*,de,m), (R‘ da, m) 


sono spazi metrici omogenei di dimensione, rispettivamente N e Y;; a;. Coif- 
man e Weiss hanno dimostrato che in ogni spazio omogeneo vale un lemma 
di scomposizione di tipo Calderon-Zygmund. Ciò consente di sviluppare una 
teoria degli integrali singolari che generalizza, in particolare, quella classica di 
Calderon-Zygmund, quella di Jones e quella di Fabes e Riviere. Se definiamo 
poi lo spazio BMOx come quello delle funzioni u : X + R tali che 


sup f |u—- ug,|du< 0 

Ba /Ba ° 
il teorema di scomposizione di Coifman e Weiss permette di estendere il 
Lemma di John-Nirenberg alle funzioni u € BMO3. Questa estensione sì 
deve a N. Burger e risale al 1978 [3]. Possiamo adesso richiamare i risultati 
di Macias e Segovia che generalizzano quelli di Campanato-Meyers e di Da 
Prato. Sia (X,d,y) uno spazio omogeneo. Se 1 < p < c0 e 0 < BP co, 
Macias e Segovia definiscono lo spazio Lip(8, p) come l'insieme delle funzioni 
u € LP_(X, p) tali che 


loc 


f, lu un,Pdr < c(4(Ba))P 
d 
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e dimostrano che ogni funzione u € Lip(8, p) coincide quasi dappertutto con 
una funzione v hòlderiana nel senso seguente : 


lv) — v(y)] < c(4(Ba))f 


per ogni disco By tale che 7, y € Bu. 

Vogliamo anche ricordare un recente risultato di Guozhen Lu [26] che 
ha introdotto una classe di spazi contenenti quelli di Morrey-Sobolev e le 
loro generalizzazioni proposte da Barozzi. Una precedente, più particolare 
estensione degli spazi di Morrey era stata considerata da Citti e Di Fazio [8] 
per lo studio delle proprietà di regolarità hélderiana: delle soluzioni deboli 
di certe equazioni di tipo Schrédinger relative ad operatori sub-ellittici del 
secondo ordine. 


2 Equazioni P-ellittiche e metriche di con- 
trollo 


I risultati richiamati nel precedente paragrafo pongono il seguente problema 
generale: assegnato un operatore del secondo ordine 


lus= >» dx; (G;,j9x,) (12) 


t,j=1 
con forma caratteristica semidefinita positiva 


N 
YO a;j(1)6&6;>0, Va,g e RN (13) 

i,.j=1 
è possibile associare ad esso una distanza d che abbia nei suoi confronti 
lo stesso ruolo che la distanza euclidea ha per le equazioni ellittiche? In 
particolare: è possibile dedurre risultati di regolarità delle soluzioni deboli 
di Lu = 0 dalle proprietà geometriche di d? Una prima risposta a questo 
problema si può trovare in un lavoro di Kuptsov del 1968 [25]. Se, grosso 
modo, esiste una m-pla P,,..., Pm di campi vettoriali di classe C® tali che 


(È) Diga Gig (0)GE; = DI (P;(1), &;)? 


(ii) l’algebra di Lie generata da P;,...,P, è libera, stratificata e di rango 
massimo in ogni punto di RV, 
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Kuptsov associa all’operatore L una distanza d, in qualche modo analoga 
a quella di Barozzi e di Fabes e Riviere, ed afferma, in modo sommario, 
che utilizzando la tecnica iterativa di Moser si può dimostare la regolarità 
hélderiana delle soluzioni deboli di Lu = 0. Sfortunatamente, l’anno prece- 
dente, Hérmander [21] aveva dimostrato, sotto la sola ipotesi di “rango mas- 
simo”, che le soluzioni deboli dell’ equazione 


j=1 


sono di classe C°° se f è di classe C®. Il lavoro di Kuptsov, tardivo e 
modesto rispetto a quello di Hormander, è stato sempre ignorato, o per lo 
meno subito dimenticato. Tuttavia, esso contiene un’idea, la quale, ripresa 
poi da vari autori più o meno indipendentemente e in contesti a volte anche 
diversi, ha generato un filone di ricerche tutt’ora non esaurito. 

Possiamo introdurre l'argomento richiamando la definizione di metrica 
di controllo relativa ad una m-pla P = (Pi,... ; Pm) di campi vettoriali e 
localmente lipschitziani su RN. Una curva regolare a tratti 7 : [0,1] + RN 
diremo che è una P-traiettoria se esistono delle funzioni a1,... , Gm : [0,1] + 
R tali che 


;0=Sa;(0)2;00), ad su (0,1) 


In questo caso poniamo 
m 4 i 
la = IInlle = sup ()_a;(6)?. 
t€[0,1) j=1 


Indicando con T(P) l’insieme delle P-traiettorie, per ogni coppia di punti 
x,y € RN, si definisce 


dp(7,9) = d(x,y) = inf{[ly]|/y e IP), 1(0) = 2,1) = 4} (14) 


Se RN è P-connesso, cioè se l’insieme al secondo membro di (14) non è 
vuoto qualunque siano x,y € RN, allora d è una distanza, e viene chiamata 
distanza di controllo, o di Carathèodory. Se i campi P,,... , Pm sono suffi- 
cientemente regolari e lo spazio vettoriale generato dai loro commutatori di 
ordine < q, con q opportunamente grande, ha dimensione N in ogni punto 
di RN, allora RN è P-connesso ( Carathèodory [6], 1909; P.K.Razevskii [33], 
1939: W.L. Chow [7], 1940; R. Hermann [20], 1968). La metrica di Kuptsov 
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precedentemente citata è una metrica di controllo. Metriche che riflettono le 
proprietà di commutazione di campi vettoriali di classe C'°° sono state stu- 
diate da Folland e Hunt [13], Folland e Stein [14] , Fefferman e Phong [12], 
Nagel, Stein e Wainger [30]. In tutti questi lavori i campi vettoriali rispetto ai 
quali viene costruita e studiata la distanza di controllo sono regolari almeno 
quanto occorre affinchè si possano “commutare” fra loro un numero di volte 
sufficiente a generare N vettori linearmente indipendenti in ogni punto di 
RN. In una nota con B. Franchi del 1982 [17] abbiamo studiato una metrica 
di controllo relativa ad una N-pla P,,..., Py di campi vettoriali non regolari, 
dimostrando un teorema di struttura dei dischi ad essa relativi e stimando 
in modo preciso la loro misura (di Lebesgue). La nostra idea era quella di 
utilizzare la tecnica di Moser, sostituendo la metrica euclidea usuale con la 
nuova distanza, per dimostrare la regolarità hòlderiana delle soluzioni deboli 
di una equazione del tipo (12), “ellittica” rispetto alla N-upla Pics Pn 
Per chiarire il punto di vista adottato in [17], e successivamente sviluppato 
in [15], è opportuno introdurre alcune definizioni e richiamare i punti essen- 
ziali dell'ormai più volte citato procedimento di Moser. Se Fiac; Fy& una 
m-pla di campi vettoriali in RN, diremo che l’operatore (12) è P-ellittico se 
esiste una costante c > 0 tale che 


LP) < D sla) < eLB),6) 


Osserviamo subito che tutti gli operatori ellittico-parabolici con coeffi- 
cienti abbastanza regolari sono P-ellittici rispetto ad un opportuna m-pla 
P. Infatti, per un risultato di Phillips e Sarason [31], se (a;;) è semidefinita 
positiva e se a;; € C?, allora esiste una matrice (a;;) semidefinita positiva e 
a coefficienti localmente lipschitziani tale che 


N N N 
d; aij(2)&E; = LA anjt;)", VE e RN. 
i,j=1 


h=1 j=1 


Ovviamente, se la m-pla P non ha qualche proprietà di “coercività”, un op- 
eratore P-ellittico avrà ben poche proprietà di regolarità. Una prima, spon- 
tanea, richiesta di coercività è la seguente: R è P-connesso e (RN, dp, m), è 
uno spazio metrico omogeneo. In [17] abbiamo dimostrato che tale proprietà 
è verificata se P= (A19x,;-.. ;Awdzy), ove le funzioni A; sono positive fuori 
dagli iperpiani coordinati e degenerano in modo controllato da ”potenze” 
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delle variabili x1,... , rw. Un caso particolare che rientra in [17] è il seguente: 
scrivendo RX = RE x RI, 


Xj=0g, dla Bb iste, al. bh 
dove a è un qualunque reale positivo. L'operatore 
L= Ax+|c|%A, (15) 


è (X1,..: Ap, Yi,-- 1 Yg) ellittico. Quando a è un intero positivo l'operatore 
L rientra nella classe studiata da Hormander. Operatori come questo ven- 
gono oggi chiamati operatori di tipo Grushin, o di tipo Baouendi-Grushin, 
in omaggio a Baouendi e a Grushin. Il primo di questi autori aveva studiato, 
nel 1967 [1] un problema al contorno per (15) su un aperto contenuto nella 
regione x > 0, con metodi che utilizzano spazi di Sobolev con peso. Il sec- 
ondo, nel 1970, aveva affrontato una questione in un certo senso più vicina 
allo spirito dei problemi qui esposti, dimostrando che, nel caso di a intero 
positivo, l’ipoellitticità dell'operatore (15) viene sensibilmente influenzata 
dall’aggiunta di termini d’ordine inferiore a coefficienti complessi, e fornendo 
una condizione necessaria e sufficiente di ipoellitticità. 

Se L è un operatore P-ellittico vi è una maniera naturale di dare la 
definizione di soluzione debole dell'equazione Lu = 0. Posto 


(u,m)= fr uo+ [ LPuPo = fuv+ / (Pu, Po) 


indicando con Wp(9) e WS(Q), rispettivamente, le chiusure di C!(9) e Ci(0) 
rispetto alla norma generata dal precedente prodotto interno, e con Wie(Q) 
lo spazio delle funzioni u € Lf,,(9) tali che gu € WB(0), per ogni $ € CH (N) 
la forma bilineare 


a(u,v) = [Pu Pr), ueC'(d), ve CO) 


si può prolungare con continuità su Wf?° x W$. Una funzione u € WF°(2) 
sarà chiamata soluzione debole di Lu = 0 se a(u,v) = 0, per ogni v € Wp(0). 

Il procedimento di Moser può venire agevolmente adattato agli operatori 
P-ellittici sostituendo in esso la metrica euclidea con quella di controllo, 
purchè siano verificate le seguenti condizioni: 


1. (RN, dp, m) è uno spazio omogeneo 
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2. Per ogni disco B4(x,r) esiste una funzione P-lipschitziana $ con sup- 
porto in B4(z,r), uguale ad 1 in Bi(x,r/2) e tale che 


c 
Pg <= 
r 
con c indipendente da r e da x. 


3. Per ogni disco B = By(x,r) risulta 


J |u— ugl? < er? / |Pul?, 
B 2B 


con c indipendente da B e da u. 


4. Esiste p > 2 tale che, per ogni disco B = B(x,r), si ha 
p 1 # 21 
(f, 1)? <or(. |Pub)} 


per ogni u € Cj(B) e per ogni r < ro, con c ed To non dipendenti da u 
e da B. 


Risultati molto recenti di Franchi, Serapioni e Serra Cassano [19] e di 
Franchi, Lu e Weeden [18] assicurano che la proprietà (2) è conseguenza 
della (1) e che (3) e (2), se vale (1), sono entrambe conseguenza della seguente 
disuguaglianza di tipo Poincarè 


L |u— up|<er ho \PuL. vue C'(28) (16) 


Vale allora il Teorema seguente. 

Teorema.Se (RN, dp, m) è uno spazio omogeneo e se vale la disuguaglianza 
di Poincarè (16), ogni soluzione debole di ogni equazione P-ellittica è local- 
mente holderiana rispetto alla distanza dp. 


La disuguaglianza di Poincarè si presenta dunque quindi come un pas- 
saggio cruciale nella teoria della regolarità per le equazioni P-ellittiche. A 
tutt’oggi essa è nota in alcuni casi particolari. 


I. Pi (Ab pir ps Ad) don le ); verificanti le proprietà precedente- 
mente richiamate e contenute in [17]. In questo caso la disuguaglianza 
di Poincarè è stata dimostrata in [15]. 
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2. P=(Pi,..- Pm); con P; € C©, e rango £L(Pi,... ,Fm)(x) = N, per 
tutti gli x € RN. In questo caso la disuguaglianza di Poincarè è stata 
dimostrata da Jerison [22]. 


Un problema aperto è quello di determinare ulteriori condizioni sufficienti 
su P atte a garantire la disuguaglianza (16). 


3. Mappe quasi-esponenziali e disuguaglianza 
di Poincarè 

In questo ultimo paragrafo vogliamo illustare brevemente un metodo nuovo 

che sembra dare una prima risposta al quesito posto nel precedente paragrafo. 

Chiamiamo mappa quasi-esponenziale (q.e. in breve) un’applicazione di 


classe C* 
E:RNxRN 4 RN 


tale che E(x, 0) = x, per ogni x € RN. Se E ed F sono mappe q.e., scriviamo 
F - E per indicare la funzione 


(2, h) > F(E(c,h),h). 


Allora F - E è ancora una mappa q.e. 
Sia P = (P,,...- Pm) una m-pla di campi vettoriali localmente lips- 
chitziani su RN. Assumiamo che le mappe 


(1,t) > exp(tX;)(r), j=1,...,m 


siano definite per ogni x € R e per ogni t € R. 
Se j € {1,...,m} e k € {1,..., N}, la mappa 


E;x(c, h) := exp(hxP;)(x). 


è una mappa q.e. Di conseguenza, ogni composizione di un numero finito di 
E; è una mappa q.e. 

Supponendo RN P-connesso, diremo che una mappa q.e. E è una P- 
connessione se esiste una funzione 


Yg RN x RN x [0,1] + R” 


tale che 
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(i) t + ve(x, h, t) è una P-traiettoria per ogni x ed A fissati; 
(ii) ve(x,h,0) = x, Ye(x, h,1) = E(x, h) 


(iii) 2 (x, h, t) è iniettiva, per ogni È e t fissati, e 
E 
det—(r,h,t)|>a>0 
[det DE (e, h, 61 > a 


ove a è una costante opportuna (dipendente solo da 7g). 


Poniamo 
IE, h)l[=Ilme(2,h,) Bel(o,r) = {E(,h) | |EG.A|<r} 
ed osserviamo che, essendo ||E(x, h)|| > d(, E(x, h)), si ha 
Bg(x,r) C Ba(2,r). 


Supponiamo ora che esista una famiglia finita £ = {E} di P-connessioni, 
con la seguente proprietà: 


per ogni compatto K esistono ro > 0 ed a €]0, 1[ tali che, se 
rEKe0<r< ro, esiste E E £ verificante le condizioni seguenti 
(H1) Bg(x,ar) C Bi(c,r) C Bg(x,r) 
(H2) hH E(z,h)èiniettiva sull’insieme 


He(x,r):= {h|||EG,h)}<r} 
(H3) 


OE 1,0E 


OE 
a|det— De sh) < n rai! 


577 (0,0)| < det 


per ogni h € Hg(x,r). 


Osservazione 1. Queste ipotesi sono soddisfatte nel caso Hormander 
prendendo come P-connessioni opportune composizioni di esponenziali di 
campi. Si dovrà utilizzare la formula di Campbell-Hausdorff e la rappresen- 
tazione dei dischi di controllo data da Nagel, Stein e Wainger [30]. 
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Osservazione 2 Le ipotesi precedenti sono verificate anche nel caso [17]. 


Sotto le ipotesi (H), e supponendo che la metrica di P sia di tipo omoge- 
neo, vale il seguente teorema. 


Teorema 
— u(y)|dedy < er|B| f_ |Puld 17 
fi (2) — u(y)lddy < cr]BI f  |Puldz (17) 
dove B= B(1,r), ze K,0<r<,c=c(K,€). 


Vogliamo concludere questa esposizione ricordando che una condizione 
sufficiente per una disuguaglianza di Poincarè non “omogenea”, cioè del tipo 


i |u— us| < C(r, R) | |Pul 
B(z,r) B(x,R) 


ove B indica qui un disco euclideo, era stata data in [16]. Questa condizione 
presenta qualche analogia con quella qui introdotta, ma non consente di 
ottenere nè la disuguaglianza dimostrata in [15] nè quella di Jerison. Più 
vicina a questa nuova condizione è quella contenuta in una nota di D. Danielli 
[10] ove viene data una condizione sufficiente per l'immersione compatta di . 
W$ in L?. Tuttavia, neppure le tecniche di [10] consentono di ottenere le 
disuguaglianze di Poincarè contenute in [15] e [22]. 
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